
第5話 斜交座標とテンソル

5.1 斜交座標

• Ｋ氏：いままでの議論は座標系としてはすべていわゆる直線直交座標系を考えていた．しかし空
間の一点指定するに際して設定する座標系は別にそれだけに限らない．球面座標系とか直交曲線
座標系その他いろいろあるわけだが，これから議論する座標系として直線斜交座標を考えること
にする．以下，直線という接頭語をいちいち付けるのは面倒だから省略する．
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Ob = (OB −OA cos θ)/ sin2 θ
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さて，簡単のため 2次元平面で考えよう．図のP点を指定するのに (1)座標 (A,B)を指定するの
と (2)座標 (a, b)を指定する 2つの方法がある． ベクトル pの大きさを求める場合，(1)では

‖p‖ =
√

OA
2 + (Ob sin θ)2 =

√
(OA

2 + OB
2 − 2OA ·OB cos θ)/ sin2 θ (5.1.1)

一方 (2)では余弦定理を使うと

‖p‖ =
√

Oa
2 + Ob

2 + 2Oa ·Ob cos θ (5.1.2)

となり，いずれの場合もピタゴラスの定理のような簡単な式にはならない．シカシ，(1)にそれ
ぞれOa, Obを掛けて足すと

Oa ·OA + Ob ·OB = Oa
2 + Ob

2 + 2Oa ·Ob cos θ

となるので，(5.1.2)は
‖p‖ =

√
Oa ·OA + Ob ·OB (5.1.3)

と簡単な式で表される．ということで，斜交座標を採用した場合，(1)と (2)の量を併用すると見
通しが良くなることが分かる．

• エミリー：斜交座標の場合，両睨みでことを進めればいいということね．
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5.1.1 ベクトルの反変成分と共変成分

• Ｋ氏：そうだね．斜交座標をもう少し詳しく調べていこう．斜交座標軸を直交軸と区別するため
に x1, x2, x3軸の番号を右肩につけた x1, x2, x3軸とし，基底ベクトルを e1, e2, e3とする．座標
軸の上付き添え字に対して基底ベクトルの添え字を下付きにしたが，その理由は追々分かってく
る．添え字を下付きにした基底を共変基底というが，いまそのことは置いておいて，基底ベクト
ルの長さも 1とは限らず，まら，各軸の基底ベクトルの長さも相等しいとは限らない座標系だ．
この座標系を Σ系としよう．eiは互いに直交していないが，1次独立のベクトルだ． そして e1

を p1倍，e2を p2倍，e3を p3倍したものの和としてベクトル pを作ることができる．

p = p1e1 + p2e2 + p3e3 (5.1.4)

(5.1.4)で表されるベクトル pの成分 (p1, p2, p3)を基底 eiに対する反変成分といい，添え字を

e3

e1O

x3

x1

e3

e1

e2
O

x1

x2

x3

p(p1, p2, p3)

●反変成分

p3‖e3‖

p1‖e1‖p1‖e1‖

p2‖e2‖

p3‖e3‖

上付きで表す．

• エミリー：え～っと，上の右の図を見れば x1, x2, x3軸上にベクトル pのそれぞれの成分と思わ
れる p1‖e1‖, p2‖e2‖, p3‖e3‖が書かれているけど，それが pの成分になるのじゃないの？

• Ｋ氏：そのように誤解しやすいよね．基底の長さが 1，つまり ‖ei‖ = 1の場合はエミリーの指摘
通りだ．しかし，いまは基底の長さを 1に限定していないだろう．

e2

e1O

x2

x1

p(2,4)

成分と基底の関係

2‖e1‖

4‖e2‖
x1 の単位長は ‖e1‖
x2 の単位長は ‖e2‖

一般にベクトルの成分は
p = p1e1 + p2e2 + p3e3 (5.1.5)

で各基底にかかる係数のことを言った．基底の長さが 1であれば，たとえば x1軸上への pの射
影長は p1に等しい．しかし，いまは基底の長さを ‖ei‖としているので，pの x1軸上での長さは√

p1e1 · p1e1 = p1‖e1‖となる．ベクトル成分の長さではないんだね．
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• エミリー：ナルホド，了解したわ．

• Ｋ氏：一方，
p1 = p · e1, p2 = p · e2, p3 = p · e3 (5.1.6)

を pの成分とすることもできる．

e3

e1O

x3
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e3
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O

x1
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x3

p(p1, p2, p3)

●共変成分

p1

‖e1‖

p2

‖e2‖

p3

‖e3‖

p1

‖e1‖

p3

‖e3‖

P

Q

R

下付き添え字を持つ成分 (p1, p2, p3)をベクトル pの共変成分という．ついでながら“下付き”を
“共変”というので基底ベクトル eiは共変ベクトルだね．(5.1.6)に (5.1.4)を入れると

pi = p · ei = (p1e1 + p2e2 + p3e3) · ei = p jej · ei (5.1.7)

となって，共変成分と反変成分の関係式がでてくる．斜交座標なので基底の内積は ei · ej 6= 0だ．
ei · ej を gij とおけば，その成分数は全部で 3× 3 = 9個の 2階テンソルだ．

gij = ei · ej , (gij) =




g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33


 =




e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3

e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3

e3 · e1 e3 · e2 e3 · e3


 (5.1.8)

gij は斜交座標を特長づける重要な量で，これを計量行列とか共変計量行列と呼ばれる．明らか
に gij = gjiで対称行列（対称テンソル）だね．

• エミリー：計量というネーミングの由来は？

• Ｋ氏：うん，ベクトルの成分というのは基底の取り方でかわるので，いわゆる幾何学的な量では
ないよね．しかし，ベクトルの長さ

‖A‖ =
√

AiAjei · ej =
√

gijAiAj (5.1.9)

とか内積
A ·B = AiBjei · ej = gijA

iBj (5.1.10)

これからベクトルの交差角が分かるが，これらは座標系によらない幾何学的な量で，gij はそれ
らの量を“計る”もとになるものになっている．この意味で gij を計量と呼んでいるんだね．
計量行列には逆行列 (gij)−1が存在する，これは重要なポイントだ． 逆行列が存在する必要十

分条件は det(gij) 6= 0で，それを以下に証明しよう．興味がなければ飛ばしでかまわない．斜交
基底ベクトル eiの直線直交座標に関する成分をそれぞれ (ei1, ei2, ei3)とする．
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x1

x3

x

z

O

e1

e3

e11

e13

e31

e33

斜交座標基底ベクトルの

直交座標成分

そうすると 



e1 · e1 = e11e11 + e12e12 + e13e13

e1 · e2 = e11e21 + e12e22 + e13e23

e1 · e3 = e11e31 + e12e32 + e13e33

...

となる．これを (5.1.8)の右辺の行列を行列式にしたものに入れ，転置行列式はもとの行列式に
等しいことを使って整理すると

det (gij) =

∣∣∣∣∣∣∣

e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3

e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3

e3 · e1 e3 · e2 e3 · e3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

e11 e21 e31

e12 e22 e32

e13 e23 e33

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

e11 e12 e13

e21 e22 e23

e31 e32 e33

∣∣∣∣∣∣∣

2

> 0

となる．これで，gij の逆行列の存在が保証できた．

計量行列 gij の逆行列を添え字を右上に付けた gij で表すと

(gij) = (gij)−1 =
1

det(gij)

{
g11

∣∣∣∣∣
g22 g23

g32 g33

∣∣∣∣∣− g21

∣∣∣∣∣
g12 g13

g32 g33

∣∣∣∣∣− g31

∣∣∣∣∣
g12 g13

g22 g23

∣∣∣∣∣

}
(5.1.11)

この (gij) を反変計量行列という．これは明らかに gij = gjiで対称行列だ．gij と gij の積は単位
行列になる，

(gij)(gij) = I, (gij)(gij) = I




g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33







g11 g12 g13

g12 g22 g23

g31 g32 g33


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




(5.1.12)

これから

giµgµj = δ j
i , giµgµj = δ i

j =

{
0 (i 6= j)
1 (i = j)

(5.1.13)

が成り立つ．gij を使えば (5.1.7)は

pi = pµgµi = giµpµ (i = 1, 2, 3) (5.1.14)

と表される．この両辺に gkiをかけ，iで縮約すると

gkipi = gkigiµpµ = δk
µpµ = pk, ... pk = gkµpµ (k = 1, 2, 3) (5.1.15)
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ただし，最後の式では見やすいように添え字を書き換えた．以上，計量行列の便利な機能を整理
しておくと





●共変計量行列を使うとベクトルの反変成分から共変成分を得る事ができる．
pi = gijp

j

●反変計量行列を使うとベクトルの共変成分から反変成分を得る事ができる．
pi = gijpj

(5.1.16)

pi = giµ pµ , giµgµk = δi
k

giµg
µk = δk

i

●添え字の付き方

pk = gkµ pµ

共変ベクトル成分 反変ベクトル成分

• エミリー：ベクトル pの長さは計量行列を使えば

‖p‖ =
√

p · p =
√

(p1e1 + p2e2 + p3e3)2

=
√

g11p1p1 + g22p2p2 + g33p3p3 + 2g12p1p2 + 2g23p2p3 + 2g31p3p1

=
√

gµνpµpν

(5.1.17)

となり，gµνp
µpν = pνp

ν = pµpµなので，

‖p‖ =
√

pν pν =
√

pµ pµ (5.1.18)

となるわね．§5.1「斜交座標」の図で出てきたベクトル pはOa, Obはそれぞれ p1‖e1‖, p2‖e2‖，
OA, OBがそれぞれ p1/‖e1‖, p2/‖e2‖となるので

‖p‖ =
√

Oa ·OA + Ob ·OB =
√

p1p1 + p2p2 =
√

pνpν (5.1.19)

という次第ね．

• Ｋ氏：そうだね．整理しておくとベクトル pと qの反変成分をそれぞれ pk, qkとし，共変成分を
pk, qkとすると内積は

p · p = gµνp
µpν = pνp

ν = pµpµ

p · q = gµνp
µqν = pνq

ν = pµqµ

(5.1.20)

で表されるということだね．

5.1.2 座標変換

• Ｋ氏：さて，2つの斜交座標系Σ, Σ′ の斜交基底ベクトルをそれぞれ (e1, e2, e3), (e′1, e′2, e′3)と
し，この間の座標変換の式を求めていこう．両座標系の原点は同じとする．これは線形変換なので

e′i = aµ
ieµ ←→




e′1
e′2
e′3


 =




a1
1 a2

1 a3
1

a1
2 a2

2 a3
2

a1
3 a2

3 a3
3







e1

e2

e3


 (5.1.21)
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とおく．係数行列をA = aµ
iとすると e′iと eiは 1次独立なのでAは逆行列 A−1をもつ．

A−1 = (aµ
i)
−1 = (bµ

i) (5.1.22)

とおくと，AA−1 = A−1A = I なので

aµ
k bk

i = δµ
i , bµ

k ak
i = δµ

i (5.1.23)



a1
1 a2

1 a3
1

a1
2 a2

2 a3
2

a1
3 a2

3 a3
3







b1
1 b2

1 b3
1

b1
2 b2

2 b3
2

b1
3 b2

3 b3
3


=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , ・　・

が成り立つ．Σ′系でのベクトル pの反変成分を p′ν とすると

pµeµ = p′νe′ν = p′ν(aµ
νeµ) = (aµ

νp
′ν)eµ −→ pµ = aµ

νp
′ν

... p′ν = (aµ
ν)
−1pµ = bµ

νp
µ

(5.1.24)

これが反変ベクトル成分の座標変換公式だ．次にΣ,Σ′系でのベクトル pの共変成分を pµ, p′µと
すると pµ = p · eµなので

p′µ = p · e′µ = p · (aν
µeν) = aν

µp · eν = aν
µpν (5.1.25)

これが共変ベクトル成分の座標変換式となる．また，計量行列 gij は，Σ′系で g′ij = e′i · e′j とな
るので

g′ij = e′i · e′j = (aµ
ieµ) · (aν

jeν) = aµ
ia

ν
j eµ · eν = aµ

ia
ν
jgµν

... g′ij = aµ
ia

ν
jgµν

(5.1.26)

gij は 2階テンソルとしての変換を受ける．そこで計量行列という代わりに計量テンソルとも言
われ，gij を計量テンソルの共変成分という．
チョッとごたごたしてきたので，基底成分，反変成分，共変成分，計量行列の座標変換公式を

整理しておこう．




・基底成分の変換 : e′µ = aν
µeν

・反変成分の変換 ： p′ν = (aµ
ν)−1pµ = bµ

νpµ

・共変成分の変換 ： p′µ = aν
µpν

・計量行列の変換 ： g′ij = aµ
i aν

j gµν (2階対称テンソル）

(5.1.27)

• エミリー：反変とか共変というネーミングの由来はどこからくるのかしら？

• Ｋ氏：そうだね，上の座標変換公式を眺めると，共変ベクトル成分の係数行列 (aj
i )は斜交基底の

係数行列と同じだが，反変ベクトル成分の係数行列はその逆行列 (aj
i )
−1になっているね．このこ

とから“共”と“反”の接頭語がそれぞれに付いたんだね．

• エミリー：ところで本によっては piを共変ベクトル，piを反変ベクトルと書いてあるので，共変ベ
クトルと反変ベクトルの 2つのベクトルがあるように錯覚しやすいけど，ベクトルは一つ．ただ基
底の取り方で共変あるいは反変となるということね．反変ベクトルの場合は平行四辺形の原則でベ
クトルpはp = p1e1+p2e2+p3e3と図形的にもすぐ確かめられる．しかし，共変ベクトルの場合，
そもそも基底がハッキリしないので何かスッキリしないのよね．p = (p·e1)e1+(p·e2)e2+(p·e3)e3

とするわけにもいかないでしょう．

• Ｋ氏：うん，そうなんだね．そこで次に反変基底 eiというものを説明していこう．
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5.1.3 反変基底（双対基底）

• Ｋ氏：斜交座標系Σの基底 eiに対して，原点を同じくする別の斜交座標系Σ∗の基底を上付き添
え字の eiとし，





e1 · e1 = 1 e2 · e1 = 0 e3 · e1 = 0
e1 · e2 = 0 e2 · e2 = 1 e3 · e2 = 0
e1 · e3 = 0 e2 · e3 = 0 e3 · e3 = 1

−→ e i · ej = δi
j (5.1.28)

を満たすものと定義する．eiを反変基底と呼ぶ．定義より i 6= jの場合，eiとej は規格直交して
いる．反変基底は共変基底で表すことができ

e1 =
e2 × e3

e1 · (e2 × e3)
, e2 =

e3 × e1

e1 · (e2 × e3)
, e3 =

e1 × e2

e1 · (e2 × e3)
(5.1.29)

また，共変基底は反変基底で表すことができる．

e1 =
e2 × e3

e1 · (e2 × e3)
, e2 =

e3 × e1

e1 · (e2 × e3)
, e3 =

e1 × e2

e1 · (e2 × e3)
(5.1.30)

反変基底と共変基底はいわば“対”の関係で，これらを互いに双対基底と呼んでいるね．ei ·ei = 1
より，反変基底 eiの長さは共変基底 eiの射影長の逆数の長さをもつ．つまり，相手が長くなれば
こちらは短くなり，こちらが長くなれば相手は短くなるという相反関係だね．反変基底ベクトル
というのは固体物理の結晶格子の話などにでてくる逆格子ベクトルをイメージしてもいいだろう．

V = e1 · (e2 × e3)

e1

e2

e3

e1

e2

e3

O

e2

p =
−−→
OC +

−−→
OD = p1e

1 + p2e
2

p =
−→
OA +

−−→
OB = p1e1 + p2e2

F

E

D

C

B

A

p2‖e2‖

p2

‖e2‖

p2‖e2‖p2

‖e2‖ (p1, p2, p3)
(p1, p2, p3)

p1‖e1‖

p1

‖e1‖
p1‖e1‖

p1

‖e1‖

p

x∗2

x∗1

O
x1

x2

e1

e2

e1

双対基底

G

H

• エミリー：このセクションの冒頭でベクトル pの大きさは

‖p‖ =
√

OA ·OE + OB ·OF (5.1.31)
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で表されたわ．OE, OF を共変ベクトル成分の長さとして取り扱ったけど，本当はOC,ODがそ
れに当たるのね．

• Ｋ氏：そうなんだ．そこでOE, OF の代わりにOC,ODを (5.1.32)に入れると共変・反変基底の
ei · ei = 1が効いて

‖p‖ =
√

OA ·OC + OB ·OD =
√

p1‖e1‖ · p1‖e1‖+ p2‖e2‖ · p2‖e2‖
=

√
p1p1 + p2p2

(5.1.32)

と (5.1.19)と同じ結果を得るだろう．

• エミリー：そうね．

• Ｋ氏：共変基底 eiと双対な反変基底 ej は計量行列を介して (5.1.1)と同じく

ei = gij e j , ei = gij e j (5.1.33)

の関係で結ばれる．この証明をやってみるかい．

• エミリー：そうね，eiと ej は線形変換で結ばれるので，変換係数を hij とすると

ei = hij e j

ekとの内積をとると

ei · ek = hije
j · ek = hijδ

j
k = hik = gik, ... hij = gij

次に，この逆を取ると
ei = gijej (5.1.34)

が得られる．

• Ｋ氏：そうだね．反変基底と反変計量行列の関係は

ei · ej = gikgj`ek · e` = gik(gj`gk`) = gikδj
k = gij

なので，Σ∗系での計量行列 gij（反変計量行列）として

gij = ei · ej (5.1.35)

と定義できるね．これは計量テンソルの反変成分ともいわれる．

• エミリー：Σ∗と Σ′∗の双対基底間同士の変換はどうなるのかしら？

• Ｋ氏：共変基底の座標変換公式は (5.1.21)だったね．反変基底の場合も同様にして

ei′ = bi
je

j (5.1.36)

となる．まとめておくと
{

ei = gije
j , ei = gijej , ei′ = bi

j ej

gikg
jk = δj

k, gij = ei · ej , gij ′ = bi
kb

j
`g

k`
(5.1.37)
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5.2 2階テンソルの座標変換

5.2.1 混合テンソル成分

• Ｋ氏：2階テンソルを考える．Teiは反変成分を持つベクトルだね1．基底 ej で展開すると

Tei = T j
iej = T 1

ie1 + T 2
ie2 + T 3

ie3 (5.2.1)

となる．係数 T j
iを 2階テンソル T の共変基底 eiに関する混合成分と呼んでいる.係数を T11とい

うように書かずに添え字を上下に分けて書く理由は，反変基底が存在する斜交座標が舞台となっ
ているからなんだね．直交直線座標系でのテンソル成分は (1.1.12)で表され

Tij = ei · Tej = T (ei, ej) (5.2.2)

だった．いま，(5.2.1)の両辺に反変基底 eµをかけると

eµ · Tei = eµ · T ν
ieν = (eµ · eν)T ν

i = gν
µT ν

i = δµ
ν T ν

i = Tµ
i

... T j
i = ei · Tej = T (ei, ej)

(5.2.3)

となるだろう．(5.2.2)とよく見較べて欲しい．T j
iは添え字が上下についているので反変・共変

混ざり合った混合テンソル成分というわけだね．同様にして，

T j
i = ei · Tej = T (ei, e

j) (5.2.4)

も混合テンソル成分だ．また，

gm
n = em · en = en · em = δm

n (5.2.5)

を計量テンソルの混合成分という．

5.2.2 共変成分の座標変換

さて，2階テンソルを
Tij = ei · Tej = T (ei, ej) (5.2.6)

とすれば2，任意のベクトル u = uiei, v = vieiに対して3

T (u,v) = Tiju
ivj (5.2.7)

が成り立つ4．Tij をテンソル T の基底 eiに対する成分といった．異なる基底 e′m, e′n に対するテ
ンソル成分は

T ′mn = T (e′m, e′n) (5.2.8)

で与えられる．基底の座標変換公式は

e′m = ai
mei, e′n = aj

nej (5.2.9)

なので，これを (5.2.8)に入れると

T ′mn = T (ai
mei, a

j
nej) = ai

maj
nT (ei, ej) = ai

maj
n Tij (5.2.10)

が得られる．この変換式は，(5.1.25)共変ベクトル成分の変換式の 2重写しのような形をしてい
るだろう．(5.2.10) がテンソルの共変成分の座標変換公式だ．

1p = piei で pi は反変成分だったことを思い出しましょう．
2(2.1.2)を参照．
3反変成分を持ったベクトルなので反変ベクトルと呼ばれることもある．
4(2.1.10)参照．
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5.2.3 反変成分の座標変換

• Ｋ氏：次に 2階テンソルを反変基底をつかって

T ij = ei · T ej = T ( ei, ej ) (5.2.11)

とおこう．添え字を上付きにした T ijは反変テンソル成分という．任意のベクトル p = pi e
i, q =

qi e
iに対して

T ( p, q ) = T ijpi qj (5.2.12)

となる．テンソルの反変成分の変換座標公式は (5.1.36)を使って次式を得る．

T ′mn = T ( e′m, e′n ) = bm
j bn

k T ( ej , ek ) = bm
j bn

k T jk (5.2.13)

5.2.4 混合成分の座標変換

• Ｋ氏：最後にテンソルの混合成分の座標変換公式を求めておこう．Te′iを基底 e′µで展開して

Te′i = Tµ
i
′e′µ = T 1

i
′e1 + T 2

i
′e2 + T 3

i
′e3

= Tµ
i
′(aν

µeν) = aν
µTµ

i
′eν

(5.2.14)

となる．一方，
Te′i = T (aµ

ieµ) = aµ
iTeµ = aµ

iT
ν
µeν (5.2.15)

なので，(5.2.14)と (5.2.15)を等しいと置くと

aν
µTµ

i
′eν = aµ

i T ν
µeν ... aν

µTµ
i
′ = aµ

iT
ν
µ (5.2.16)

これに逆行列 bj
ν = (aj

ν)−1を両辺にかけると

bj
νa

ν
µTµ

i
′ = δξ

µTµ
i
′ = T j

i
′ = bj

νa
µ
iT

ν
µ

... T j
i
′ = bj

νa
µ
iT

ν
µ

(5.2.17)

が得られる．同様に，混合テンソル T j
i の座標変換公式として

T j
i
′ = bµ

ia
j
νT

ν
µ (5.2.18)

が得られる．共変テンソル，反変テンソル，混合テンソルの座標変換公式を以下にまとめておく．

T ′
ij = ai

µa
j
νTµν ,T ij ′ = bi

µb
j
νT

µν ,

・共変テンソル成分 ・反変テンソル成分 ・混合テンソル成分

T j
i
′ = bj

νa
µ
iT

ν
µ
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5.2.5 混合成分と共変・反変成分の関係

• Ｋ氏：Tij = ei · Tej に (5.2.1)を入れると混合成分と共変成分を結びつける関係式

Tij = ei · (T k
j ek) = T k

j ei · ek = gik T k
j (5.2.19)

が得られる．また，(5.2.19)の両辺に gikを掛けて整理すると

gikTij = gikgi`T
`
j = δk

` T `
j = T k

j

... T k
j = gikTij = gkiTij

(5.2.20)

となり，反変計量行列を使うと共変テンソル成分から混合テンソル成分が得られることが分かる．
次に，反変テンソル成分を

T ij = T j
1 e1 + T j

2 e2 + T j
3 e3 (5.2.21)

とおいて，(5.2.11)に入れると混合成分と反変成分を結びつける関係式

T ij = e i · T e j = e i · (T j
k e k) = T j

k e i · e k = T j
k gik = gkjT i

k

... T ij = gkjT i
k = giµgjkTµk

(5.2.22)

を得る．また，これから
T i

k = gkjT
ij (5.2.23)

を得る．共変計量行列を使うと反変テンソル成分から混合テンソル成分が得られる．
また，(5.1.33)を使えば

T j
i = ei · Tej = giµeµ · T (gjνeν) = giµgjνeµ · Teν = giµgjνTµ

ν

... T j
i = giµgjνTµ

ν

(5.2.24)

以上の結果をまとめておくと次のようになるね．




Tij = gik T k
j = gikgjµT kµ T ij = giµgjkTµk

T i
k = gkjT

ij T k
j = gkiTij

T j
i = giµgjνTµ

ν

(5.2.25)
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